Language: Romanian

Day: 1

Viner:i, 10 wulie 2015

Problema 1. Spunem ci o multime finita S de puncte din plan este echilibrata daca, pentru orice
doua puncte diferite A si B din S, existd un punct C' din § astfel incat AC = BC. Spunem cia S
este necentrata daca, pentru orice trei puncte diferite A, B si C din S, nu exista niciun punct P din
S astfel incat PA = PB = PC.

(a) Ardtati ca pentru orice intreg n > 3 existd o multime echilibratd alcatuita din n puncte.

(b) Determinati toti intregii n > 3 pentru care existd o multime echilibrata si necentrata, alcituita
din n puncte.

Problema 2. Determinati toate tripletele de intregi strict pozitivi (a, b, ¢), astfel incat fiecare dintre
numerele
ab—c¢c, bc—a, ca—b

sa fie o putere a lui 2.

(O putere a lui 2 este un intreg de forma 2", unde n este un intreg nenegativ.)

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, cu AB > AC. Fie I' cercul sau circumscris, H
ortocentrul sau si F' piciorul inaltimii din A. Fie M mijlocul segmentului BC'. Fie @ punctul de pe
I' pentru care ZHQA = 90° si fie K punctul de pe I' pentru care ZHKQ = 90°. Presupunem ca
punctele A, B, C, K si @) sunt diferite doud cate doud si ca sunt situate pe I' in aceasta ordine.

Demonstrati ca triunghiurile KQH si FKM au cercurile circumscrise tangente intre ele.
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Problema 4. Triunghiul ABC are cercul circumscris {2, avand centrul O. Un cerc I' cu centrul A
intersecteazd segmentul BC in punctele D gi F, astfel incat B, D, E si C sunt diferite doua cate
doua si sunt situate pe dreapta BC' in aceasta ordine. Fie F' gi G punctele de intersectie a cercurilor
I'si Q, astfel incat A, F, B, C si G se afld pe ) in aceasta ordine. Fie K al doilea punct de intersectie
a cercului circumscris triunghiului BDF cu segmentul AB. Fie L al doilea punct de intersectie a
cercului circumscris triunghiului CGE cu segmentul CA.

Presupunem ca dreptele F'K si GL sunt diferite si se taie in punctul X. Demonstrati cd X se afla

pe dreapta AO.

Problema 5. Fie R multimea numerelor reale. Determinati toate functiile f: R — R care verifica
relatia
flat+fla+y) + flay) = 2+ flz+y) +yf(2)

pentru orice numere reale x si y.

Problema 6. Sirul ay,as, ... de numere intregi satisface conditiile:
(i) 1 < a; <2015 pentru orice j > 1;
(ii) k+ ay # ¢+ ap pentru orice 1 < k < £.

Demonstrati cé exista doi intregi strict pozitivi b gi IV astfel incat

n

> (a;—b)

Jj=m+1

< 10072

pentru orice intregi m si n care satisfac relatia n > m > N.
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