Language: Romanian

Day: 1

Marti, 23 iulie 2013

Problema 1. Demonstrati ca pentru orice numere naturale nenule k i n exista & numere naturale
nenule my, ma, ..., my (nu neaparat diferite) astfel incat

2k — 1 1 1 1
1+ _ (H_) (H_)...(H_).
n mq meo my

Problema 2. O configuratie de 4027 de puncte se numeste columbiana daca are 2013 puncte colorate
cu rosu si 2014 puncte colorate cu albastru, si nu contine trei puncte coliniare. O multime finita de
drepte din plan imparte planul in regiuni. O multime de drepte se numeste buna pentru o configuratie
columbiana daca urmatoarele doua conditii sunt indeplinite:

e Nicio dreapta nu trece printr-un punct al configuratiei,
e Nicio regiune nu contine puncte de aceeasi culoare.

Determinati cel mai mic numar natural k£ astfel incat pentru orice configuratie columbiana de 4027 de
puncte sa existe o multime buna de k drepte.

Problema 3. Cercul exinscris corespunzator varfului A al triunghiului ABC' este tangent la latura
BC' in punctul A;. Definim analog punctele By pe latura C'A i C pe latura AB. Presupunem ca centrul
cercului circumscris triunghiului Ay B1C; apartine cercului circumscris triunghiului ABC'. Demonstrati
ca triunghiul ABC' este dreptunghic.

Cercul exinscris in triunghiul ABC' corespunzator varfului A este cercul tangent laturii BC' gi
dreptelor AB g1 AC', dar nu laturilor AB si AC. Cercurile exinscrise corespunzatoare varfurilor B
st C se definesc analog.
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Problema 4. Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu ortocentrul H si fie W un punct situat in interiorul
laturii BC. Punctele M si N sunt picioarele inaltimilor din B, respectiv C. Notam cu w; cercul
circumscris triunghiului BW N si fie X punctul diametral opus lui W in cercul w;. Analog, notam cu wo
cercul circumscris triunghiului CW M si fie Y punctul diametral opus lui W in cercul wy. Demonstrati
ca punctele X, Y gi H sunt coliniare.

Problema 5. Fie Q.( multimea numerelor rationale strict pozitive. Fie f: Q-9 — R o functie ce
indeplinegte urmatoarele trei conditii:

(i) Pentru orice 2,y € Qs avem £(x)f(y) > f(xy),
(ii) Pentru orice z,y € Qxg avem f(z +y) > f(z) + f(y),
(iii) Exista un numar rational a > 1 astfel incat f(a) = a.

Demonstrati ca f(x) = x pentru orice x € Qxy.

Problema 6. Fie n > 3 un numar intreg si fie un cerc pe care marcam n + 1 puncte echidistante.
Consideram toate numerotarile acestor puncte cu numerele 0,1,...,n astfel incat fiecare numar este
folosit exact o data; doua astfel de numerotari se considera identice daca printr-o rotatie a cercului
coincid. O numerotare se numeste frumoasa daca pentru orice patru numere a < b < ¢ < d cu
a+d = b+ ¢, coarda ce uneste punctele numerotate cu a si d nu intersecteaza coarda ce uneste punctele
numerotate cu b si c.

Fie M numarul de numerotari frumoase si fie N numarul perechilor ordonate (z,y) de numere
naturale nenule cu z + y < n si cmmdc(z,y) = 1. Demonstrati ca

M =N +1.
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